
圏の任意の対象が部分圏の位相上の層になるための十分
条件

記法の論理的区別から普遍的な余極限による前層の層化条件まで

本稿は、圏論において極限および余極限を計算する際に、「どの圏を舞台として演算が実行されているか」を厳密に
区別するための記号法を確立し、それに基づいて Grothendieck 位相上の層条件を稠密性（denseness）や充満性
（fullness）の仮定なしに証明した一連の議論を、自己完結的（self-contained）にまとめたものです。

1. 記号の定義と基本方針

議論の論理的明晰さを保つため、演算が行われる圏を上付き文字で明示します。基盤となる集合の圏  についての
み特例を設けます。

任意の圏  における演算： 極限を 、余極限を  と表記する。

前層の圏  における演算： 極限を 、余極限を  と表記する。

集合の圏  における演算： 最も基本的な圏であるため上付き文字を省略し、単に 、  と表記す
る。

2. 基礎概念の復習と層条件の定式化

2.1. 表現可能前層と篩（Sieve）

圏  の対象  に対し、表現可能前層（Representable presheaf）  は  として定義されます。こ
れは対象  に対して射の集合  を割り当てる関手です。

圏  の対象  上の篩（Sieve）  ととは、余域を  とする射の集まりであって、任意の射の右合成について閉じてい
るものを指します。すなわち、  が  に属し、  が任意の射であるとき、合成  も必ず 
に属するという条件を満たします。

関手として見れば、篩  は表現可能前層  の部分関手（ ）です。
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例：主篩（Principal Sieve）
ある1つの射  によって生成される篩を主篩と呼びます。これは  と任意の射を合成して得られるすべての射
の集合です。特に、恒等射  によって生成される篩は、  を余域とするすべての射を含みます。これを最大
篩  と呼びます。定義により、最大篩  は表現可能前層  そのものと完全に一致します（ ）。

2.2. Grothendieck位相の定義

圏  上のGrothendieck位相（Grothendieck topology）  とは、各対象  に対して、  上の篩の集合 
（これらに属する篩を  の被覆篩（covering sieve）と呼ぶ）を割り当てる対応であって、以下の3つの公理を満たす
もののことです。

Grothendieck位相の公理

1. 最大篩の公理（Identity）： 任意の対象  に対し、最大篩  （すなわち  自身）は  に属す
る。

2. 引き戻しの安定性（Stability）： 篩  が  に属し、  が  の任意の射であるとき、射  によ
る  の引き戻し（ベースチェンジ）

は  に属する。

3. 推移性（Transitivity）：  が  に属し、  を  上の任意の篩とする。もし、任意の射 
に対して、その引き戻し  が  に属するならば、  もまた  に属する。

これらの公理は、通常の位相空間における「開被覆」の概念を抽象化したものです。公理1は「空間全体はそれ自身の
被覆であること」、公理2は「被覆を開部分集合へ制限してもやはり被覆であること」、公理3は「被覆の各要素をさ
らに細かい開被覆で覆ったとき、それらをすべて集めたものも全体としてなお被覆であること」をそれぞれ意味して
います。Grothendieck位相が与えられた圏をサイト（Site）と呼びます。

2.3. 層（Sheaf）の定義

サイト  において、前層  が層（Sheaf）であるとは、任意の対象  とその任意の被覆篩  に
対して、包含写像  が引き起こす自然な写像が全単射になること、すなわち以下が成り立つこととして定義され
ます。

この式は、「被覆篩  上で定義された局所的な切断の族が、対象  全体での大域的な切断  へと一意に張り合わ
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せられる」という幾何学的な直観を代数的に表現したものです。

3. 主要な補題とその証明

層条件の定理を証明するにあたり、必要となる3つの重要な補題をここで独立して証明します。

補題 1：米田の補題（Yoneda Lemma）

任意の小さな圏 、その対象 、および任意の前層  に対して、以下の自然な全単射が存在す
る。

※ ここで左辺は、関手  から  への自然変換のなす集合である。

証明

写像  と、その逆写像  を具体的に構成し、これらが互いに逆
であることを示す。

Step 1:  の構成
自然変換  が与えられたとする。  は各対象  ごとに写像  を持つ。対象 
自身を考えると、  には恒等射  が存在する。そこで、次のように定義する。

Step 2:  の構成
逆に、元  が与えられたとする。自然変換  を構成したい。任意の対象  と、射 

 （すなわち ）に対して、  は反変関手であるから、写像  が誘導され
る。そこで次のように定義する。

この  が自然変換の公理（可換図式）を満たすことは、関手  の定義（ ）から直ちに
従う。これにより  が定義された。
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hX(X) = HomB(X, X) idX

Φ(α) = αX(idX) ∈ P(X)
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x ∈ P(X) α(x) : hX → P A

f ∈ hX(A) f : A → X P P(f) : P(X) → P(A)

α
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A (f) = P(f)(x) ∈ P(A)
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Step 3: 全単射性の確認
 となり、  である。

逆に  を考える。任意の  と  に対して、自然変換  の自然性（関手性）を用いると、図式の
可換性から  が成り立つ。したがって 
となり、  である。
以上により、全単射性が証明された。

補題 2：  関手による余極限の極限への変換

任意の圏 、添字圏 、図式 、および対象  について、  において  が存在するなら
ば、以下の自然な同型が成り立つ。

証明

余極限の普遍性から直接導かれる。左辺の元である射  を一つ選ぶことは、余極限の定義に
より、図式  から対象  への「余錐（cocone）」を一つ与えることと完全に同値である。

余錐とは、各対象  に対する射の族  であって、任意の  の射  に対して 
 を満たすもののことである。

一方、右辺  は集合の圏における極限である。集合の圏における極限の元とは、まさに各
集合  から元  を選び、遷移写像（ここでは引き戻し）について一貫している族  のこと
に他ならない。
したがって、両者は構成要素のレベルで同一の概念を指しており、自然な全単射（同型）が存在する。

補題 3：表現可能前層の余極限としての篩

圏  の対象  上の任意の篩  に対して、前層の圏  において以下が成り立つ。
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※ 添字圏  は、対象を  に属する射  とし、射を  上の可換三角形（  を満たす 
）とする圏である。

補題3の背景：要素の圏における一般定理の特殊化

補題3で示される同型は、圏論における非常に強力かつ一般的な定理である「すべての前層は表現可能関手の余極限で
ある」という定理の特殊な場合にあたります。

一般に、任意の圏  とその上の任意の前層  に対し、その要素の圏（Category of elements）  が定義され
ます。  の対象はペア  （ただし ）であり、射  は  を満たす 
の射  です。このとき、次の一般定理が成り立ちます。

ここで、前層  として表現可能前層  の部分関手である篩  を代入してみます。篩の定義から、  で
あることと、射  が  に属することは完全に同値です。したがって、篩  に対する要素の圏  は、その対
象がそのまま  に属する射  となり、遷移写像の条件はまさに可換三角形  に一致します。すなわ
ち、  は本稿で定義した添字圏  と完全に一致します。

ゆえに、補題3の式は、「任意の前層をその要素の圏からの図式の余極限として表す」という一般定理を、特に「部分
関手としての篩」に適用して得られる明示的かつ直接的な特殊化の形そのものとなっています。

証明

図式  を  として定義する。この図式の余極限が  であることを、普遍性を用い
て示す。

Step 1: 篩  への余錐（cocone）の構成
各対象  に対して、自然変換  を構成する。米田の補題（補題1）によれば、自然変換 

 は  の元と1対1に対応する。  であるため、これに対応する自然変換  を採用する。具体
的には、任意の対象  と射  （すなわち ）に対して、  と定義する。こ
れが余錐の条件を満たすことは、添字圏の射  に対して  が成り立つとき、  とな
ることから確認できる。

Step 2: 普遍性の証明
任意の前層  と、図式  から  への任意の余錐  が与えられたとする。このとき、一意
な自然変換  が存在して、  を満たすことを示せばよい。

 を次のように構成する。任意の対象  と、任意の元  （すなわち ）について、
 を決定しなければならない。そこで、  自体を添字圏の対象  とみなし、与えられた余

錐から  を取り出す。ここで再び米田の補題の対応関係（  の構成）を用い、以下のように定義す
る。

JS S (f : A → X) X g ∘ u = f

u : A → A′

B P ∈ B̂ ∫ P

∫ P (A, x) A ∈ B, x ∈ P(A) u : (A, x) → (A′, x′) P(u)(x′) = x B

u : A → A′

P ≅colimB̂
(A,x)∈∫ P hA

P hX S ↪ hX x ∈ S(A)

f : A → X S S ∫ S

S (f : A → X) f ′ ∘ u = f

∫ S JS

D : JS → B̂ D(f : A → X) = hA S

S

(f : A → X) τf : hA → S

hA → S S(A) f ∈ S(A) τf

Y g ∈ hA(Y ) g : Y → A τf,Y (g) = f ∘ g ∈ S(Y )

u : A → A′ f ′ ∘ u = f τf ′ ∘ hu = τf

P ∈ B̂ D P {αf : hA → P}f∈S

β : S → P β ∘ τf = αf

β C ∈ Ob(B) g ∈ S(C) g : C → X

βC(g) ∈ P(C) g (g : C → X)
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この  が条件  を満たすか確認する。対象  と  （ ）について、

となる。余錐  の両立条件から、添字圏の射  により  が成り
立つ。したがって、

となり、  が示された。構成の仕方から、このような  は一意に定まる。
以上より、  は図式  の普遍的な余極限であることが証明された。

4. 稠密性を仮定しない層条件の完全な証明

本定理は、圏  が  の稠密（dense）かつ充満（full）な部分圏であるという仮定を一切必要としません。

定理：普遍的な余極限による層条件の構成

 を任意の圏とし、  をその部分圏とする（  が  の稠密部分圏であることや充満部分圏であることは一切仮
定しない）。  を  上の Grothendieck 位相とする。

もし、  の任意の対象  と  に属する任意の被覆篩  に対して、大きな圏  の内部において  が図式 
 （ただし ）の余極限として振る舞うならば、任意の  に対して制限前

層  はサイト  上の層になる。

証明

任意の  を取る。前層  がサイト  上の層であることを示すためには、層の定義に従い、任意
の  と被覆篩  について以下の同型が成り立つことを示せばよい。

Step 1: 左辺の変形（米田の補題の適用）
まず、最大篩  が表現可能前層  と同型であること（ ）を用い、前層の圏  において補題1（米田
の補題）を適用する。この操作は無条件で成立する。

βC(g) = (αg)C(idC)

β β ∘ τf = αf C h ∈ hA(C) h : C → A

(β ∘ τf)C(h) = βC(τf,C(h)) = βC(f ∘ h) = (αf∘h)C(idC)

{α} h : (f ∘ h : C → X) → (f : A → X) αf∘h = αf ∘ hh

(αf∘h)C(idC) = (αf)C(hh(idC)) = (αf)C(h)

β ∘ τf = αf β

S D
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前層  の定義より  であるため、左辺は  と同型になる。

Step 2: 右辺の変形（  における余極限）
次に、右辺  を考える。補題3により、前層の圏  において、任意の篩  はその要素である表現可
能前層  の形式的な張り合わせ（余極限）として標準的に表される。

ここで補題2（反変関手  による極限への変換）を適用すると、右辺は次のように展開できる。

ここで再び各  に対して補題1（米田の補題）を適用すると  となるた
め、これを代入する。

Step 3: 定理の仮定の適用と結論の導出（  における余極限）
ここで本定理の仮定を用いる。仮定より、圏  の内部において、対象  は図式  の余極限に一致する。

この仮定の式に対して、表現関手  を適用する。補題2と同様に、圏  における余極限は集合の圏 
 における極限に変換されるため、以下の同型が得られる。

Step 4: 統合
以上の Step 1 から Step 3 までの自然な同型をすべて繋ぎ合わせる。
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これにより、求める層条件  が導かれた。この一連の論証過程のどこにも、部分圏  が 
において稠密であることや充満であることは使用されていない。ゆえに、前層  はサイト  上の層であ
ることが完全に証明された。
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